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Mð �¦u

Mët trong nhúng v§n �· �÷ñc nghi¶n cùu trong lþ thuy¸t sè �â l  sü
ph¥n bè c¡c sè nguy¶n tè. Ng÷íi ta nhªn th§y r¬ng c¡c sè nguy¶n tè nhä
n¬m t÷ìng �èi g¦n nhau, trong khi c¡c sè nguy¶n tè c ng lîn th¼ c ng câ
xu h÷îng c¡ch xa nhau hìn. Ta �°t c¥u häi v· sü li¶n quan giúa mªt �ë
cõa c¡c sè nguy¶n tè vîi �ë lîn cõa chóng. B¬ng c¡ch lªp b£ng sè nguy¶n
tè v  nghi¶n cùu mªt �ë, Gauss th§y r¬ng “xung quanh x mªt �ë cõa c¡c

sè nguy¶n tè l  x§p x¿
1

log(x)
” theo [9]. Ph¡t hi»n n y l  ch¼a khâa �º

h¼nh th nh �ành lþ sè nguy¶n tè.
�º chùng minh ph¡t hi»n n y, Gauss �¢ nghi¶n cùu h m �¸m sè nguy¶n

tè: Gåi x l  sè thüc d÷ìng, π(x) biºu thà sè c¡c sè nguy¶n tè nhä hìn ho°c
b¬ng x. Tùc l  ta câ π(x) =

∑
p≤x

1. V¼ ng÷íi ta �¢ dü �o¡n v· mªt �ë c¡c

sè nguy¶n tè quanh x l 
1

log(x)
, n¶n hå công dü �o¡n r¬ng π(x) x§p x¿

vîi mët têng logarit ho°c mët t½ch ph¥n logarit. Chóng t÷ìng ùng �÷ñc
cho bði:

ls(x) :=
∑

2≤n≤x

1

log(n)
, li(x) :=

x∫
2

dt

log(t)
.

Ta nâi hai h m f v  g l  hai h m t÷ìng �÷ìng n¸u th÷ìng sè cõa chóng
f(x)

g(x)
ti¸n tîi 1 khi x ti¸n tîi væ còng. Ta sû döng kþ hi»u f(x) ∼ g(x) khi

x→∞. Vîi méi x ≥ 2, hi»u sè giúa ls(x) v  li(x) bà ch°n bði
1

log(2)
theo

H» qu£ 1.5.1 trong [4]. Do �â, hai h m têng logarit v  t½ch ph¥n logarit
l  t÷ìng �÷ìng. Hai h m n y công t÷ìng �÷ìng vîi

x

log(x)
(H» qu£ 1.5.3

trong [4]).
�ành lþ sè nguy¶n tè �÷ñc c£ Gauss (1792) v  Legendre (1798) n¶u ra
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gi£ thuy¸t r¬ng h m �¸m sè nguy¶n tè π(x) t÷ìng �÷ìng vîi c¡c h m n y.
Nâ �÷ñc tr¼nh b y d÷îi d¤ng

π(x) ∼ x

log(x)
(x→∞). (1)

Mët tr«m n«m sau v o n«m 1896 �ành lþ n y �÷ñc chùng minh bði c£
Hadamard v  La Vall²e Muffsin mët c¡ch �ëc lªp. C£ hai chùng minh
cõa hå �·u düa tr¶n h m zeta Riemann, mët mð rëng gi£i t½ch cõa têng

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
. Riemann �¢ ch¿ ra r¬ng sü ph¥n bê c¡c sè nguy¶n tè câ

li¶n quan trüc ti¸p �¸n tªp c¡c nghi»m cõa h m n y. Hadamard v  La
Vall²e Muffsin �¢ chùng minh r¬ng h m Riemann zeta khæng câ nghi»m
tr¶n �÷íng th¯ng Re(s) = 1, chóng �¢ �÷ñc sû döng �º chùng minh �ành
lþ sè nguy¶n tè.

C¡c gi¡ trà x§p x¿ cõa ls(x) v  li(x) tèt hìn
x

log(x)
do �â chóng th÷íng

�÷ñc ÷u ti¶n hìn khi nghi¶n cùu c¡c ph¦n sai sè. �èi vîi c¡c ph¦n sai sè,
ta sû döng kþ hi»u O: Vîi hai h m f v  g b§t ký, ta câ f(x) = O(g(x))

n¸u tçn t¤i h¬ng sè C sao cho vîi x �õ lîn, gi¡ trà tuy»t �èi cõa f(x) bà
ch°n bði Cg(x).

V¼ ls(x) v  li(x) ch¿ kh¡c nhau mët sè bà ch°n, n¶n ph¦n sai sè công
�óng vîi ls(x). B¬ng c¡ch sû döng h m ζ khæng câ nghi»m tr¶n �÷íng
th¯ng Re(s) = 1, theo �ành lþ 5.1.8 trong [4] �¢ chùng minh �÷ñc tçn t¤i
h¬ng sè c sao cho:

π(x) = li(x) +O
(
xe−c
√

log(x)
)

(2)

Ph¦n sai sè ð �¥y câ thº �÷ñc kh¡i qu¡t hìn bði c¡c nghi»m cõa ζ. �°t
Θ = supζ(s)=0 Re(s) l  cªn tr¶n �óng cõa c¡c ph¦n thüc c¡c nghi»m cõa
ζ. Khi �â theo [5] ta câ:

π(x) = li(x) +O
(
xΘlog(x)

)
(3)

Riemann �¢ cho r¬ng t§t c£ c¡c nghi»m khæng t¦m th÷íng cõa ζ n¬m tr¶n

�÷íng th¯ng Re(s) =
1

2
. Gi£ thi¸t n y �÷ñc gåi l  gi£ thuy¸t Riemann.

Gi£ thuy¸t Riemann suy ra Θ =
1

2
, �i·u n y cho ta x§p x¿

π(x) = li(x) +O
(√

xlog(x)
)
.
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Trong luªn v«n n y, ta s³ t¼m hiºu v· mët sü t÷ìng tü �ành lþ sè nguy¶n
tè nh÷ng �÷ñc ph¡t biºu trong v nh Fq[T ] l  v nh c¡c �a thùc mët bi¸n
T vîi c¡c h» sè thuëc tr÷íng húu h¤n Fq. Ta s³ nghi¶n cùu c¡c h m t÷ìng
�÷ìng vîi h m �¸m sè c¡c �a thùc b§t kh£ quy v  câ sü so s¡nh c¡c k¸t
qu£ n y vîi h m �¸m sè nguy¶n tè π(x). Mët trong nhúng lñi th¸ khi l m
vi»c vîi Fq[T ] l  cæng thùc cõa Gauss, mët cæng thùc trüc ti¸p v· sè l÷ñng
�a thùc monic b§t kh£ quy bªc n. �¥y l  mët cæng cö r§t m¤nh �º nghi¶n
cùu c¡c h m t÷ìng �÷ìng h m �¸m.

Luªn v«n �÷ñc chia th nh ba ch÷ìng. Ch÷ìng 1 bao gçm mët sè ki¸n
thùc chu©n bà v· tr÷íng húu h¤n v  �ành lþ nghàch �£o Mobius. Nhúng
ki¸n thùc n y phöc vö cho vi»c tr¼nh b y nëi dung ch½nh cõa luªn v«n
trong nhúng ch÷ìng sau. Ch÷ìng 2 n¶u l¶n nhúng t½nh ch§t cì b£n, chóng
cho ta th§y sü t÷ìng tü giúa hai mi·n nguy¶n Z v  Fq[T ]. Ch÷ìng 3 tr¼nh
b y v· h m �¸m sè �a thùc b§t kh£ quy tr¶n tr÷íng húu h¤n q ph¦n tû,
�çng thíi công cho ta th§y sü t÷ìng tü vîi �ành lþ v· h m �¸m sè nguy¶n
tè trong v nh c¡c sè nguy¶n.
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

Trong ph¦n n y, ta s³ tr¼nh b y mët sè k¸t qu£ v· c¡c tr÷íng húu h¤n
v  kh¡i ni»m h m Mobius. Nhúng k¸t qu£ n y s³ �÷ñc sû döng �º chùng
minh cæng thùc cõa Gauss v· sè �a thùc b§t kh£ quy �ành chu©n bªc n v 
�÷ñc sû döng trong c¡c ch÷ìng sau cõa luªn v«n.

1.1 Mët sè kh¡i ni»m

Ta nhc l¤i, mët tr÷íng F l  mët v nh giao ho¡n kh¡c khæng v  måi
ph¦n tû kh¡c khæng �·u kh£ nghàch. Mët tr÷íng câ húu h¤n ph¦n tû �÷ñc
gåi l  mët tr÷íng húu h¤n.

�ành ngh¾a 1.1.1. Tr÷íng F �÷ñc gåi l  mët tr÷íng nguy¶n tè n¸u nâ

khæng câ tr÷íng con n o ngo i b£n th¥n nâ.

Nhªn x²t 1.1.2.

(i) Cho F l  tr÷íng nguy¶n tè. Khi �â ch¿ câ thº x£y ra mët trong hai

tr÷íng hñp: n¸u F câ �°c sè 0 th¼ F ∼= Q; n¸u F câ �°c sè p th¼ F ∼= Zp.
Tr÷íng hñp F ∼= Zp ta th÷íng k½ hi»u Fp thay cho F.

(ii) Cho E l  mët tr÷íng tòy þ, khi �â n¸u gåi F l  giao cõa måi tr÷íng

con cõa E th¼ F công l  mët tr÷íng con cõa E, rã r ng F l  tr÷íng con

nhä nh§t cõa E, do �â F l  tr÷íng nguy¶n tè. Trong tr÷íng hñp n y, ta

nâi F l  tr÷íng con nguy¶n tè cõa E. Nh÷ vªy, måi tr÷íng �·u chùa mët

tr÷íng con nguy¶n tè.
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1.2 Tr÷íng húu h¤n

Gi£ sû p l  sè nguy¶n tè, v nh Z/pZ l  mët tr÷íng câ �óng p ph¦n tû.
�¥y l  tr÷íng húu h¤n duy nh§t (sai kh¡c �¯ng c§u) câ �óng p ph¦n tû.
N¸u L l  mët tr÷íng vîi p ph¦n tû, gåi p′ l  �°c sè cõa L. Khi �â Z/p′Z l 
�¯ng c§u cõa mët tr÷íng con cõa L, n¶n p′ chia h¸t p. �i·u n y ch¿ �óng
n¸u p′ = p do �â L ∼= Z/pZ. Ta kþ hi»u Fp := Z/pZ.

Têng qu¡t hìn, n¸u q l  lôy thøa cõa mët nguy¶n tè, th¼ tçn t¤i mët
tr÷íng duy nh§t vîi q ph¦n tû, kþ hi»u Fq.

Bê �· 1.2.1 (C§u tróc tr÷íng húu h¤n).

(i) Cho F l  tr÷íng húu h¤n câ q ph¦n tû. Khi �â tçn t¤i sè nguy¶n tè p

sao cho q = pn vîi sè tü nhi¶n n n o �â.

(ii) Vîi méi sè nguy¶n tè p v  sè tü nhi¶n n 6= 0, tçn t¤i duy nh§t mët

tr÷íng húu h¤n câ pn ph¦n tû (sai kh¡c mët �¯ng c§u tr÷íng).

Chùng minh.

(i) Gåi p l  �°c sè cõa tr÷íng F , khi �â p l  sè nguy¶n tè. Gåi Fp l  tr÷íng
con nguy¶n tè cõa F , khi �â Fp ∼= Zp. Ta bi¸t r¬ng F l  Fp−khæng gian

vectì húu h¤n chi·u. Gi£ sû dimFp
(F ) = n < ∞, khi �â F câ mët cì

sð l  {e1, . . . , en} v  v¼ th¸ méi ph¦n tû cõa F câ d¤ng x =
n∑
i=1

aiei vîi

a1, . . . , an ∈ Fp. Tø �â suy ra sè ph¦n tû cõa F b¬ng sè c¡c bë ph¦n tû

(a1, . . . , an) ∈ Fp × . . .× Fp (n l¦n). Do �â q = pn.

(ii) Sü tçn t¤i cõa tr÷íng câ q = pn ph¦n tû. X²t �a thùc f(x) = xq−x ∈
Fp[x] vîi Fp ∼= Zp l  tr÷íng nguy¶n tè câ �°c sè nguy¶n tè p. Gåi E l 

tr÷íng ph¥n r¢ cõa f(x) tr¶n Fp. �°t

K = {α ∈ E | f(α) = 0}

�â ch½nh l  tªp hñp c¡c nghi»m cõa f(x). Khi �â K l  mët tr÷íng con cõa

E. Thªt vªy, vîi måi α, β ∈ K ta câ

(α− β)q = αq − βq = α− β, (αβ)q = αqβq = αβ

Do �â α − β, αβ ∈ K. N¸u α ∈ K∗ th¼ (α−1)q = (aq)−1 = α−1 suy ra

α−1 ∈ K. Ngo i ra, rã r ng 1q = 1 n¶n 1 ∈ K. Cuèi còng, ta th§y r¬ng

måi a ∈ Fp �·u thäa m¢n ap = a do �â aq = ap
n

= a chùng tä Fp ⊆ K.
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Nh÷ vªy K ch½nh l  tr÷íng ph¥n r¢ cõa f(x) tr¶n Fp, tr÷íng n y câ q = pn

ph¦n tû (l÷u þ r¬ng �a thùc f(x) khæng câ nghi»m bëi).

T½nh duy nh§t cõa tr÷íng câ q = pn ph¦n tû. Gi£ sû Fq l  tr÷íng câ

q = pn ph¦n tû. Khi �â Fq câ �°c sè l  p (gi£ sû p1 l  �°c sè cõa Fq th¼
theo (i) suy ra q = pn

′

1 ; do �â pn = pn
′

1 v¼ th¸ p = p1). V¼ F∗q = Fq \ {0}
l  nhâm vîi ph²p nh¥n n¶n αq−1 = 1 vîi måi α ∈ F∗q; do �â αq = α vîi

måi α ∈ Fq. Chùng tä måi ph¦n tû cõa Fq �·u l  nghi»m cõa �a thùc

f(x) = xq − x ∈ Fp[x] vîi Fp l  tr÷íng nguy¶n tè cõa Fq. Suy ra tr÷íng

Fq ch½nh l  tr÷íng ph¥n r¢ cõa f(x) tr¶n Fp. �i·u �â kh¯ng �ành t½nh duy

nh§t cõa Fq sai kh¡c mët �¯ng c§u tr÷íng.

Ta nhc l¤i, mët mð rëng tr÷íng E/F (F ⊂ E) l  mët mð rëng Galois
n¸u nâ l  mð rëng chu©n tc v  t¡ch �÷ñc (Ch÷ìng 2 t i li»u [1]). Ta câ
k¸t qu£ sau:

Bê �· 1.2.2. Cho E/F l  mët mð rëng húu h¤n khi �â c¡c kh¯ng �ành

sau t÷ìng �÷ìng:

(i) E/F l  mð rëng Galois;

(ii) N¸u p(x) ∈ F (x) l  �a thùc b§t kh£ quy tr¶n F câ mët nghi»m trong

E th¼ nâ t¡ch �÷ñc v  câ måi nghi»m trong E (tùc l  p(x) t¡ch �÷ñc

v  ph¥n r¢ tr¶n E);

(iii) E l  tr÷íng ph¥n r¢ cõa mët �a thùc t¡ch �÷ñc f(x) ∈ F [x].

�ành lþ 1.2.3. Cho q l  lôy thøa cõa mët sè nguy¶n tè v  a, b l  sè nguy¶n

d÷ìng. N¸u a l  ÷îc cõa b, th¼ Fqa l  tr÷íng con cõa Fqb. Hìn núa, mð

rëng tr÷íng Fqb/Fqa l  mð rëng Galois. Måi �a thùc b§t kh£ quy tr¶n Fqa
�·u t¡ch �÷ñc v  n¸u nâ câ nghi»m trong Fqb th¼ måi nghi»m cõa nâ �·u

thuëc Fqb.

Chùng minh. Gi£ sû a, b l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng sao cho a l  ÷îc cõa b. �p

döng lªp luªn nh÷ trong chùng minh cõa Bê �· 1.2.1, tr÷íng ph¥n r¢ cõa

P (T ) = T q
b − T tr¶n Fqa câ �óng qb ph¦n tû v  �¯ng c§u vîi Fqb. Tr÷íng

ph¥n r¢ n y công chùa Fqa, v  do �â Fqa l  mët tr÷íng con cõa Fqb. Hìn
núa, v¼ P (T ) l  �a thùc t¡ch �÷ñc, Fqb l  tr÷íng ph¥n r¢ cõa P (T ) tr¶n


